
ЕКОНОМІКА ТА СУСПІЛЬСТВО                                                                               Випуск # 31 / 2021

70

ЕК
О

Н
О

М
ІК

А

© Янішевський В.С., Фульмес Ю.І.

DOI: https://doi.org/10.32782/2524-0072/2021-31-30

УДК 330.43+336.764.2

ОСОБЛИВОСТІ МОДЕЛЮВАННЯ ЦІНОВОЇ ДИНАМІКИ  
НА ОСНОВІ МОДЕЛІ CEV

FEATURES OF PRICE DYNAMICS MODELING BASED  
ON CEV MODEL

Янішевський Василь Степанович
кандидат фізико-математичних наук, доцент,

Національний університет «Львівська політехніка»
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0449-6686

Фульмес Юрій Ігорович
магістр, 

Національний університет «Львівська політехніка»
ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6621-6718

Yanishevskyi Vasyl, Fulmes Yuri
Lviv Polytechnic National University

Розглянуто застосування відомої стохастичної моделі постійної еластичності дисперсії (CEV) до визначен-
ня ціни опціону. Знайдена густина умовної ймовірності випадкової величини (ціни активу) моделі для довіль-
ного значення параметра еластичності дисперсії β . Показано, що в залежності від параметра β  існують два 
розв’язки для густини умовної ймовірності, які нормовані на одиницю. Один з них належить додатній області 
зміни параметра β , інший – від’ємній області зміни β . Для � � 0  вказаний розв’язок описує лише інтервал 

� � � �1
1

2
� . Визначені ціна європейського опціону кол для значення параметра � � � 1

2
 моделі для двох за-

значених розв’язків густини умовної ймовірності. При цьому використано також розв’язок для густини умовної 
ймовірності процесу Феллера, який в границі співпадає з моделлю CEV для � � � 1

2
. Проведено порівняль-

ний аналіз чисельних розрахунків цін опціону.
Ключові слова: стохастичне рівняння, броунівський рух, модель геометричного броунівського руху, мо-

дель CEV, рівняння Фоккера–Планка, стохастичний процес Феллера, ціна опціону.

Рассмотрено применение известной стохастической модели постоянной эластичности дисперсии (CEV) к 
определению цены опциона. Найдена плотность условной вероятности случайной величины (цены актива) 
модели для произвольного значения параметра эластичности дисперсии β . Показано, что в зависимости от 
параметра β  существуют два решения для плотности условной вероятности, которые нормированные на 
единицу. Один из них принадлежит положительной области изменения параметра β , другой – отрицательной 
области изменения β . Для � � 0  указанный решение описывает только интервал � � � �1

1

2
� . Определены 

цена европейского опциона колл для значения параметра � � � 1

2
 модели для двух указанных решений плот-

ности условной вероятности. При этом использовано также решение для плотности условной вероятности 
процесса Феллера, который в пределе совпадает с моделью CEV для � � � 1

2
. Проведен сравнительный 

анализ численных расчетов цен опциона.
Ключевые слова: стохастическое уравнение, броуновское движение, модель геометрического броунов-

ского движения, модель CEV, уравнение Фоккера-Планка, стохастический процесс Феллера, цена опциона.

A known constant elasticity of variance (CEV) option pricing model is investigated for the purpose of determining 
stochastic price dynamics of assets and option price. The CEV model is an attempt to generalize the geometric 
Brownian motion of Black-Scholes model. As it is known the stochastic dynamics of stock price (asset) that is defined 
by geometric Brownian motion is quite logical, however it doesn't take into account dispersion change, and assumes 
it to be constant. The peculiarity of the CEV model is that according to it the volatility changes according to the base 
price which aligns with theoretical and a lot of empirical data. Because of that the CEV pricing model is considered 
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an important step in the Black-Scholes model evolution which allows to cover in one way all other known stochastic 
models depending on values of parameter β . However it was found out that for the density of transition probability 
the dynamics of which is given by CEV model, one should use different solutions based on positive and negative 
values of parameter β . The solution which is normalized by a unit for positive values of parameter β , is different for 
negative values of parameterβ . Despite this in works of many authors a single solution is used for the entire domain 
of parameter β . In the work a transition probability density of stochastic variable (asset price) was found for model 
with arbitrary value of elasticity density parameter β . Depending on value of parameter β  two solutions for transi-
tional probability density were defined. One solution describe a positive domain of parameter β , the other - negative 

domain of β . In addition it was shown that the given solution for � � 0  describes only interval � � � �1
1

2
� � . The 

parameter domain � � �
1

2
0�  needs separate research. A detailed research of pricing in CEV model for � � � 1

2
 

was carried out. Pricing of European call option for a given parameter β was defined for a model based on two given 
solutions for transition probability density. The solution for transition probability density of Feller process was used, 
which in limit matches the CEV model for � � � 1

2
. A comparative analysis of numeric calculations for option price 

was carried out.
Keywords: stochastic equations, Brownian motion, model of geometric Brownian motion, CEV model, Fokker – 

Planck equation, Feller model, option price.

Постановка проблеми. Блек – Шоулза [1] 
вивели відому формулу ціноутворення опці-
онів, вважаючи, що ціна базової акції опи-
сується геометричним броунівським рухом. 
Стохастична динаміка цін на акції (активи) 
є доволі логічною, проте не враховує зміну 
дисперсії з часом, а вважає її сталою. Однак, 
загалом, статистичні закономірності такі як: 
ефект важеля [2], усмішка волатильності [3] 
не узгоджуються з логнормальним розподі-
лом і сталою волатильністю. 

Для вирішення цієї проблеми були запро-
поновані альтернативні стохастичні процеси, 
такі як модель Мертона, модель Кокса – 
Росса та ряд інших моделей [4]. Модель CEV 
(constant elasticity of variance) є одним із спо-
собів узагальнити геометричний броунів-
ський рух моделі Блек – Шоулза. Особливістю 
моделі CEV є також те, що у ній волатильність 
змінюється із базовою ціною, що узгоджу-
ється як з теоретичними аргументами, так і 
багатьма емпіричні даними [4]. Тому модель 
ціноутворення CEV розглядається як важ-
ливий крок розвитку моделі ціноутворення 
Блек – Шоулза.

Аналіз останніх досліджень і публі-
кацій. Як ми вже зазначали, модель Блек-
Шоулза [1] визначає постійну волатильність 
ціни акції, що не узгоджується з деякими 
емпіричними закономірностями. Через 
те були запропоновані різні узагальнення 
моделі Блека – Шоулза: моделі із часовою 
залежністю волатильності, стохастичної 
волатильності [5]. У випадку стохастичної 
волатильності актив і волатильність опису-
ються власними динамічними процесами. 
Найбільш відомою із моделей стохастичної 
волатильності є модель Гестона [6]. 

В моделях іншого типу лише динаміка ціни 
базового активу описується стохастичним про-
цесом, а волатильність задається залежною від 
величини ціни базового активу. До таких нале-
жить модель CEV, що була запропонована Кок-
сом [7; 8]. Модель CEV неперервним чином охо-
плює відомі стохастичні процеси – геометричний 
броунівський рух, модель Кокса – Роса, модель 
Орнштейна – Уленбека, які отримуються для різ-
них значень параметра β  моделі (1). 

Відзначається, що модель CEV порівняно з 
моделлю Блек – Шоулза має переваги у про-
гнозуванні як цін активів, так і опціонів на них 
[9]. Крім того аналіз на основі моделі CEV є 
простіший порівняно з більшістю моделей 
стохастичної волатильності, її значно про-
стіше реалізувати та калібрувати [10]. Поряд з 
цим точна формула ціноутворення опціону за 
моделлю CEV подається у вигляді нескінчен-
ного ряду неповних гамма-функцій [7], ана-
ліз якого є непростим. Розглядалась також 
модель типу CEV, де дрейф і волатильність 
містять параметри залежні від часу [11], ана-
лізувалось рівняння для ціни опціону.

Постановка задачі. По при те, що модель 
CEV досліджувалась в роботах багатьох авто-
рів, є ряд не розв’язаних задач. Це, зокрема, 
стосується розв’язків для густини умовної 
ймовірності випадкової величини, що задана 
рівнянням (1). В багатьох роботах розв’язки 
справедливі для області значень параметра 
моделі � � 0  застосовуються також для � � 0 , 
де вони є не нормованими на одиницю. Тому 
в даній роботі досліджується густина ймо-
вірності для рівняння CEV в залежності від 
параметра β , визначені межі застосовності 
вказаних розв’язків та досліджується ціна 
європейського опціону кол. 
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Виклад основного матеріалу.
Моделювання цінової динаміки на 

основі стохастичного рівняння CEV
Модель CEV визначає цінову динаміку 

активу таким стохастичним рівнянням
dS t S t dt S t dw t� � � � � � � � � ��

� �
�1

,         (1)
де S t� �  – випадкова величина, яка опи-

сує ціну активу, � � 0  – має зміст відсотко-
вої ставки, � � 0  – множник волатильності, 
dw t� �  – вінерівський процес з характерис-
тиками dw t� � � 0 , dw t dt� � �

2  (〈 …〉позначає 
усереднення за всіма реалізаціями стохас-
тичного процесу), β  – параметр, що визначає 
еластичність волатильності. 

Модель CEV (1) є узагальненням ряду 
відомих стохастичних моделей. Зокрема для 
� � 0  отримаємо модель геометричного бро-
унівського руху [6]. У випадку � � � 1

2
 отрима-

ємо модель Кокса-Роса (процес квадратного 
корня), яка була запропонована в [12]. Зна-
чення � � �1  відповідає моделі Орнштейна – 
Уленбека, яка в фінансових задачах відома 
також як модель Васічека [4]. Через те модель 
(1) розглядають для значень � � �1 0� , де 
параметр β  змінюється неперервно на цьому 
інтервалі. 

З рівняння (1) знайдемо, що миттєва вола-
тильність процесу рівна � �2 2

S t� � .  Відповідно 
логарифмічна похідна від неї (еластичність 
волатильності) дорівнює

d S t d S tln ln� �
�2 2

2� �� � � � �/            (2)
і не залежить від значення випадкової 

змінної S t� � . З цією властивістю власне і 
пов’язана назва моделі (1). 

Як ми вже зазначали, модель CEV вико-
ристовується для опису стохастичної ціно-
вої динаміки базових активів і ціноутворення 
деривативів, опціонів зокрема. В роботі [13] 
досліджувались розв’язки рівняння Блека-
Шоулза для ціни опціону на основі стохастич-
ного рівняння (1). В роботах [14; 15] розгля-
дався випадок Кокса-Роса (� � � 1

2
) [12]. 

Відомо [4], що різні показники фінансової 
інженерії можна визначити, якщо задана гус-
тина умовної ймовірності K S S t t, , ,0 0� �  випадко-
вої величини, що описується стохастичним рів-
нянням (1). Тут S  і S0  – визначають значення 
випадкової величини S �� �  в моменти часу t  і 
t0  ( )t t> 0 . Рівняння (1) є частковим випадком 
загального стохастичного рівняння вигляду 

 dS t A S t dt B S t dw t� � � � �� � � � �� � � � ,       (3)
де A S t� �� �  і B S t� �� �  – дрейф і волатиль-

ність стохастичного процесу відповідно. 
Густину умовної ймовірності K S S t t, , ,0 0� �  

стохастичного процесу (3), як правило, визна-
чають на основі рівняння Фоккера-Планка [16]. 
В даній роботі використано еквівалентний спо-
сіб – густину умовної ймовірності для процесу 
(3) виразимо функціональним інтегралом [17]

K S S t t
B S t

B S t
S e

S

S
S A S

t

t

, , ,0 0

0

3

1

2

0

0� � �
� �� �
� �� �

� �
�

�
�

� �� � ��

 �

� � ��
� �� �

�

�
�
�

�

�
�
�

� � ��
� �B S

d u d
t

t

�
� � �

2

0

2

4.� �                                (4)

У формулі (4) позначені величини:

u A S A S
B S

B S
B S B S� � �

�

�
� �� � � � �� � � � �� � � �� �

� �� �
� � �� � � � �1

2

1

8

1

4

2
'

'
' �� � � �� �B S'' ,�

S
dS

B S d
�

�

� � ��

� � � � �
� �� �

� ��
2

5
2

� �..                                                        (5)

Знак «штрих» біля величин у формулі (5) 
вказує на похідну за аргументом. 

Підставляючи з рівняння (1) значення 
A S t S t� �� � � � �� , B S t S t� �� � � � � �

�
�1  отримаємо 

густину ймовірності для моделі CEV у вигляді 
функціонального інтегралу 

K S S t t S S ea

t t
, , ,0 0

3

2
1

0

1

2
1

1

2
1 2 0

� � � �
� �� � �� � �� � �� �� � �

S

S S S S d

S e t

t

0

2

0

2 1
0

2 2
21

2 8
1

� � �
�� � � � �� � �� � � �� �� �� �

 �
�

�
�

� � � � �
�

��

tt

t

S d

0

2

6
�

� �
� �� ��

,�, (6)

 S
dS

S d
�

�

�� � ��
�

� � � � �
� �

� �� �
2 2 2 1

�.

Функціональний інтеграл у формулі (6) зве-
демо до відомого [18] здійснюючи заміну змін-

них y t
S t

� � � � � ���

�
 

K S S t t S S ea

t t
, , ,0 0

3

2
1

0

1

2
1

1

2
1 2 0

� � � �
� �� � �� � �� � �� �� � �

y

y y d y d

y e t

t

t

t

0

2

0

2 2 2

0

2

2

1

2

1

2

1

8

1
1

� � �
� �� � � � � � � �

�

�
��

�

 �
�

� � � � � �
�



��
�� � ��

� �t

t
d

y
0

2

7

�

� � �,,     (7)

y
dy

d
�

�

� ��

� � � � �
�

2
�,

де позначено y S
�

��

� �
 , y S

0
0�
��

� �
�.
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де I z� � �  – модифікована функція Бесселя [19]

I z

z

k kk

k

�

�

�
� � �

�
�
�

�
�
�

� �� ��

�

�

�
0

2

2

1!
,

�
�

� k� �  – гамма функція.
Метод функціонального інтегралу Фей-

нмана застосовувався для аналізу моделі 
CEV також у [20], проте використовувався 
наближений метод розрахунку. На відміну від 
[20] формула (8) задає точний вираз для гус-
тини умовної ймовірності моделі. 

Густина умовної ймовірності (8) співпадає 
з такою знайденою на основі розв’язку дифе-
ренціального рівняння Фоккера-Планка [21]. 
Безпосередньою підстановкою можна пере-
конатись також, що K S S t ta , , ,0 0� �  задовольняє 
рівнянню Фоккера-Планка

� � �
�

�
� � �� �

�
�

�
�� �

K S S t t

t

S K S S t t

S

SK S S
a a a, , , , , , ,

0 0
2

2 2 1
0 0

2

0

2

�
�

�
� ,, ,

.
t t

S
0

0 9
� �� �
�

� � ��

� � �
�

�
� � �� �

�
�

�
�� �

K S S t t

t

S K S S t t

S

SK S S
a a a, , , , , , ,

0 0
2

2 2 1
0 0

2

0

2

�
�

�
� ,, ,

.
t t

S
0

0 9
� �� �
�
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Як відомо [4] ціна європейського опціону 
кол визначається усередненням платіжної 
функції F S S K� � � �� ��, де F S� � � 0,� для S K> , 
і F S� � � 0  для 0 < <S K , K  – ціна виконання 
опціону. Отже, ціну опціону визначаємо таким 
інтегралом

C S t t e K S S t t F S dSt t
a0 0

0

0 0
0 10, , , , , .� � � � � � � � �� �� �
�

�� � � �.  (10)

Зауважимо, що величина e C S t tt t� �� � � �0

0 0, ,  
згідно (10) задовольняє оберненому рівнянню 
Колмогорова [16]. На основі цього отримуємо 
рівняння ціни опціону C S t t0 0, ,� �

� � �
�

�
� � �

�
�

� � �
�

�� �C S t t

t

S C S t t

S
S

C S t t0 0
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2
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0 0

0
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0
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0

0 9
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� � ��.              (11)

Розв’язки рівняння для ціни опціону (11) 
досліджувались в роботі [13].

Як було зазначено, важливим для практич-
ного застосування є випадок � � 0 , для якого 
миттєва волатильність процесу (� �2 2

S t� � )  
зменшується із зростанням ціни активу S . 
Проте з’ясувалось, що розв’язки для густини 
умовної ймовірності, що використовувались у 
роботах [7; 13; 14; 21] для � � 0  не задоволь-
няють умову нормування. Зокрема, для інте-
гралу знайдемо

     (12)

де позначені � x� � , � a x,�� �  - гамма-функція і 
неповна гамма-функція відповідно [19].

Як видно, K S S t ta , , ,0 0� �  нормована на оди-
ницю лише в границі t t→ 0 . Зрозуміло, що 
така особливість розв’язку впливатиме на 
ціну опціону визначену за формулою (10). 

Можна переконатись, що рівнянню Фок-
кера-Планка (9) задовольняє також розв’язок, 
який отримаємо з (8) заміною у функції Бес-
селя I x I x1

2

1

2� �

� � � � �
�
� , а саме

Для функціонального інтегралу (7) відома точна формула [18], в результаті отримаємо

×

�
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e
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SS
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2
0�
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�

�� ��
�

�
�

�
sinh

,                              (8)

(13)

Обидва розв’язки (8) і (13) прямують до 
нуля K S S t ta b

S
, , , ,� 0 0 0� � �

��
, проте виявляють 

різну поведінку для S � �0 . Введемо позна-

чення � � �� � �0 0 0,� � . Тоді характер залежності 
K S S t ta , , ,0 0� �  (8) в околі точки S � �0  задається 
множником S� �1 2 0� . Для розв’язку K S S t tb , , ,0 0� �  
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характер асимптотики буде таким – S2 10( )� � � .  
Звідси видно, що інтеграл 

0

0 0

�

� � �K S S t t dSa , , ,  

існує для усіх �0 0� , а 
0

0 0

�

� � �K S S t t dSb , , , � лише 

для �0

1

2
�  . Можна також переконатись, що 

0

0 0

�

� � � �K S S t t dSb , , , 1 для � � � �1
1

2
� , тобто 

виконується умова нормування на одиницю.
Таким чином, області значень параметра 

0 1� ��  відповідає густина умовної ймовір-
ності K S S t ta , , ,0 0� � , області зміни параметра 

� � � �1
1

2
�  відповідає – K S S t tb , , ,0 0� � . Випадок, 

де � � �
1

2
0�  вимагає окремого дослідження, 

оскільки розв’язок K S S t ta , , ,0 0� �  у цій області 
не нормований на одиницю, а для розв’язку 
K S S t tb , , ,0 0� �  відповідний інтеграл не існує. 

Аналіз моделі CEV для � � � 1

2
Розглянемо більше детально стохастичне 

рівняння для � � � 1

2
 

dS t S t dt S t dw t� � � � � � � � � � � �� � .� 14.      (14)

Вперше дане рівняння було запропоноване 
для опису ціноутворення активів і деривати-
вів в роботі [12]. Для густини умовної ймовір-
ності був використаний розв’язок K S S t ta , , ,0 0� �  
(8) для � � �

1

2
, проте він не задовольняє 

умову нормування. Натомість ми розглянемо 

розв’язок (13) для � � � 1

2
, густина умовної 

ймовірності у цьому випадку має вигляд
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� �sinh
.� �.       (15)

Розв’язок (15) слід розглядати в гра-
ниці � � 0  (� �� � �

1

2
, � � 0 ), щоб забезпе-

чити збіжність інтегралу 
0

0 0

�

� � �K S S t t dSb , , , .  

Ми використаємо еквівалентний спосіб, де 

стохастичне рівняння (14) будемо розгля-
дати як частковий випадок процесу Феллера  
(� � 0 )

dS t S t dt S t dw t� � � � � �� � � � � � � � �� � � � �. 16.    (16)

Застосовуючи в кінцевих формулах гра-
ницю � � 0 , отримаємо опис на основі сто-
хастичного рівняння (14). 

Густину умовної ймовірності процесу Фел-
лера визначимо на основі формул (4) і (5), в 
результаті знайдемо
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     (17)

Вираз K S S t tF , , ,0 0� �  співпадає з таким отри-
маним на основі розв’язку рівняння Фоккера-
Планка [16]. Густина умовної ймовірності для 
процесу Феллера (1) нормована 

0

0 0 1
�

� � � �K S S t t dSF , , , .�

Перші моменти випадкової величини S  рівні:

S K S S t t SdS e S eF
t t t t� � � � �� � �

�
�� � �� ��

0

0 0 0
0 01, , , ,� � � � �

S K S S t t S dS SF
2

0

0 0
2 2� � � � �

�

� , , , � � �

�
�

�� � �
2

02
1 1 2 180 0 0e e S et t t t t t�� � �� � �� ��� � �� � �� � � �.�. (18)

В границі � � 0  середні значення S , S2  
для процесу Феллера співпадають з такими 
знайденими на основі K S S t ta , , ,0 0� �  (8) і 
K S S t tb , , ,0 0� �  (15) для � � � 1

2
. 

Запишемо ціну опціону кол з використанням 
стохастичного процесу Феллера у такому вигляді

C S t t e S KF
t t

0 0
0, ,� � � �� � �� �� ��

e K S S t t K S dSt t
K

F
� �� � � � � �� � � �� 0

0

0 0 19, , , .� � .       (19)

Для рівняння (14) з густиною ймовірності 
K S S t ta , , ,0 0� �  (8) � � ��

�
�

�
�
�

1

2
 отримаємо для ціни 

опціону 

C S t t e S K e Kea
t t t t

S

e t t

0 0

2

1
0 0

0

2 0

, ,� � � �� � �� �� � � �� �
�

�� �� �� �
� �

�

� �

��

e K S S t t K S dSt t
K

a
� �� � � � � �� � � �� 0

0

0 0 20, , , .� � .       (20)

Другий доданок у формулі (20) пов’язаний 
з тим, що густина умовної ймовірності 
K S S t ta , , ,0 0� �  не нормована на одиницю (12).

Інтеграли, які містяться у наведених фор-
мулах, доволі складні для розрахунків. Як 
правило, для них отримують співвідношення 
у вигляді рядів, підставляючи для відповід-
них функцій Бесселя розвинення у ряд (див. 
формулу (8)). Для чисельних розрахунків ми 
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використаємо наведені вище форми запису у 
вигляді інтегралів.

Спершу виконаємо деякі перетворення в інте-
гралі у (19). Це пов’язано з тим, що границю � � 0 
не можна зразу виконати у (19) через розбіжність 

у доданку 
0

0 0

K

FK S S t t K dS� � �, , , �  в околі S ~ 0+. Тому в 

інтегралі (19) виконаємо інтегруванням за части-
нами і запишемо інтеграл у вигляді

0

0 0

0 0

21
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F

K K

K S S t t K S dS u S dv S u S V S dS� � �� � �� � � � � � � � � � � � � �, , , ' ,� �  (21)
 де позначено:
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В перетвореному інтегралі в (21) викона-
ємо граничний перехід � � 0 . В результаті 
після ряду перетворень отримаємо вираз для 
ціни опціону у випадку стохастичного процесу 
(14), густина умовної ймовірності для якого 
задана формулою (8) для � � � 1

2
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� �.� 22. (22)

Тут введені позначення � �
�0

0
2

�
S , � �� �T , 

T t t� �� �0 , K S x= 0 . 

Подібним чином запишемо вираз для ціни 
опціону (20) 
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� �� �. 23. (23)

На основі виразів (22) і (23) виконаємо 
чисельні розрахунки значення ціни опціону для 
деяких значень параметрів. Для цього, зокрема, 
скористаємось значеннями вхідних параме-
трів для моделі, які наведені у роботі [22]. Дані 
чисельних розрахунків цін наведені у таблиці 1.

Формули (22) і (23) свідчать про нелінійні 
залежності цін опціонів від параметрів моделі 
і значень S K0,� . З таблиці видно, що ціни опціо-
нів знайдені для різних розв’язків густин умов-
них ймовірностей K S S t ta , , ,0 0� �  і K S S t tb , , ,0 0� � �
мало різняться для певних значень вхідних 
параметрів. Помітні відхилення виникають із 
зростанням T, σ � і зменшенням S0. 

Висновки. Розглянута модель CEV для опису 
ціноутворення активів та деривативів, опціо-
нів зокрема. Дослідження проведено на основі 
густини умовної ймовірності випадкової змінної 
рівняння (1), яка моделює динаміку ціни активу 
(акції). Методом функціонального інтегралу зна-
йдені розв’язки для густини умовної ймовірності 
вказаної випадкової величини. Показано, що 
існують два розв’язки, кожен з яких застосовний 
для значень параметра � � 0 чи � � 0 відповідно. 
Для від’ємних значень � � 0 розв’язок визначений 
лише на інтервалі � � � �1

1

2
� . Таким чином для 

зазначених областей параметрів слід використо-
вувати різні розв’язки, а не один, як прийнято в 
багатьох роботах.

Детально розглянуто випадок моделі CEV 
з � � � 1

2
. У цьому випадку модель CEV можна 

також отримати як граничний випадок стохас-
тичного процесу Феллера, що більш зручно для 
розрахунків. Для розрахунків ціни опціону вико-

Таблиця 1
Результати чисельних розрахунків цін опціонів за формулами (22) і (23)

№ S0 K µ σ T Ca S/ 0b / S0
Ca S/ 0a / S0

1 2 2 0,01 0,14 1 0,045 0, 
2 2 2 0,18 0,42 1 0,22 0,22
3 2 2 0,013 0,35 2 0,154 0,154
4 2 2 0,05 0,72 1 0,231 0,231
5 2,1 2 0,05 0,72 1 0,25 0,25
6 2 2 0,05 0,72 2 0,343 0,341
7 1,5 2 0,05 0,72 3 0,40 0,37
8 1,5 2 0,1 0,72 4 0,62 0,65
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ристано густину умовної ймовірності процесу 
Феллера. В результаті відповідної границі отри-

мано опис на основі моделі CEV з � � � 1

2
. Наве-

дена також ціна опціону у випадку густини умов-
ної ймовірності, що пов’язана з ненормованим 

на одиницю розв’язком. Проведено чисельний 
порівняльний аналіз для ряду вхідних параме-
трів моделі, де показано, що значення цін опціону 
відрізняються із зростанням значень параметрів 
T,�σ, а також суттєво залежать від початкової ціни 
активу S0.
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